
Physics 156A Quantum Mechanics - Final

December 10, 2004
Solutions 

Date[]

82004, 12, 14, 14, 4, 22.1224576<
First - My apologies - there was a typo

Total − 100 pts

pr 1 − 25 pts

pr 2 − 25 pts

pr 3 − 25 pts

pr 4 − 25 pts

1) You have a wave function for a particle in a box with sides at 0 and a. The wave function is in the n=3 energy 
eigenstate. That is Xx†n=3\=y3HxL = "#####2ÅÅÅÅ
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a) Find the corresponding momentum representation of this wavefunction, i.e. Xp†n=3\=j3HpL
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b) Find Dx and Dp. Do they agree with the heisenberg uncertainty principle?
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 c) In the basis of energy eigenkets, give the matrix representations of H
`

, p̀, and x̀. (note that it is infinite in dimension - 
just give the first 3x3 part and indicate how the matrix continues)
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cL We know that H is diagonal with eigenvalues En =
n2 Ñ2 p2
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for p the matrix elements are Xn » p` » m\ where Xx » n\ = $%%%%%%2
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n = 4
m = 5
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-
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y{zzz =
-2
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
a

 
a2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
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y{zzzz =
2
ÄÄÄÄÄ
a

 
a2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
p2

 
ikjjj - 4 mn

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄHm - nL2 Hm + nL2
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a
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psi@x_D = Sqrt@2 ê aD * Sin@3 * Pi * x ê aD
è!!!2 $%%%%%%1

ÅÅÅÅÅ
a

sinJ 3 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a
N

phi@k_D = Integrate@Exp@I * k * xD * psi@xD ê Sqrt@2 * PiD, 8x, 0, a<D
-

3 H1 + ‰Â a kL è!!!!
p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"#####1ÅÅÅÅ
a

Ha2 k2 - 9 p2L
Integrate@x2 * psi@xD * psi@xD, xD
36 p3 x3 - 6 a2 p cosI 6 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a
M x + Ha3 - 18 a p2 x2L sinI 6 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a
M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
108 a p3

xav = Integrate@x * psi@xD * psi@xD, 8x, 0, a<D
a
ÅÅÅÅÅ
2

xxav = Integrate@x * x * psi@xD * psi@xD, 8x, 0, a<D
a2
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
3

-
a2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
18 p2

ppav = Integrate@psi@xD * psi@xD, 8x, 0, a<D
1
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dx =
a2

ÄÄÄÄÄÄÄÄ
3

-
a2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
18 p2

-
a2

ÄÄÄÄÄÄÄÄ
4

a $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
12

-
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
18 p2

6 p $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
12

-
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
18 p2

Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

dp = 9 
p2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
a2

 Ñ2 3 
pÑ
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
a

dxdp = 9 p2 Ñ2ikjjj 1
ÄÄÄÄÄ
3

-
1
ÄÄÄÄÄ
4

-
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
18 p2

y{zzz = 9 p2 Ñ2ikjjj 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
12

-
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
18 p2

y{zzz =
ikjjjp2 

9
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
12

-
1
ÄÄÄÄÄ
2

y{zzz Ñ2 = Hp2 3 - 2L 
Ñ2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
4

Check and see what the answer is for Dp if we do it in momentum space

phip@k_D :=
-3 * H1 + Exp@I * k * aDL 

è!!!!!!
pa

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
k2 a2 - 9 p2

phipc@k_D :=
-3 * H1 + Exp@-I * k * aDL 

è!!!!!!
pa

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
k2 a2 - 9 p2

pp@k_D :=
18 * p * a * H1 + 1 * Cos@k * aDL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄHk2 * a2 - 9 p2L2

pp@kD
18 a p HcosHa kL + 1L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHa2 k2 - 9 p2L2

kav = Integrate@pp@kD * k, 8k, -•, •<D
0

kkav = Integrate@pp@kD * k * k, 8k, -•, •<D
If AImHaL ã 0, -

9 p2 sgnHaL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2 ,

IntegrateA 18 a p cosHa kL k2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHa2 k2 - 9 p2L2 +

18 a p k2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHa2 k2 - 9 p2L2 , 8k, -¶, ¶<, Assumptions Ø ImHaL ∫ 0EE

kkav *Ñ2= 
9 p2 Ñ2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
a2

= Ñ2ikjjj 3 p
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
a

y{zzz2
 which is the same as we got above so its OK. His there a sign problem?L
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m = 4
n = 3

IntegrateASinA n * Pi
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

a
* xE * CosA m * Pi

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
a

* xE * m * Pi ê a, 8x, 0, a<E
4

3

-
24
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
7

¡

m = 1
n = 3

IntegrateAx * SinA n * Pi
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

a
* xE * SinA m * Pi

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
a

* xE, 8x, 0, a<E
1

3

0

2) Let  x̀ and p̀ be the quantum mechanical operators for position and momentum (1-dimensional)

a) Evaluate the comutator  [ p̀, e
ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ ]
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Note : ex = „
n=0

•
xn

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
n !

and we know @x, pD = iÑ

so @p, x1D = -iÑ, @p, x2D = x@p, xD + @p, xD x = -2 iÑx@p, x3D = x2@p, xD + @p, x2D x = -iÑx2 - 2 iÑx2 = -3 iÑx2 and finally @p, xnD = -nHiÑL xn-1

Also note @p, x0D = 0Ap, e
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ E = Ap, „

n=0

•
in an xn

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Ñn n !

E = „
n=1

•
in an

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Ñn n !

@p, xnD = -„
n=1

•
in an

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Ñn n !

 HiÑL nxn-1 =

-‚
n=1

•

 
i2 in-1 aan-1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Ñn-1Hn - 1L !

 xn-1 = a „
n=1

•
in-1 an-1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Ñn-1Hn - 1L !

 xn-1 = a „
n=0

•
in an

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Ñn n !

 xn = ae
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ

Some folks wanted to do it in the x representation. This works, but you have to be careful.  First we will let the 
commutator hit a ket

[ p̀, e
ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ ]†a\= p̀ e

ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †a\- e ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ p̀†a\=A-B

A= p̀ e
ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †a\=Ÿ dx'Ÿ dx'''Ÿ dx''†x''\Xx''§ p̀†x'''\Xx'''§ e ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †x'\Xx'†a\= Ÿ dx'Ÿ dx'' ' Ÿ dx''†x''\Xx''§ p̀†x'''\Xx'''»e iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †x'\Xx'†a\=

= Ÿ dx' Ÿ dx' ' †x ''\ Xx ''§ p̀ †x '\ e
iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ  Yx ' §a\ = ÑÅÅÅÅ

i Ÿ dx'†x'\ dÅÅÅÅÅÅÅÅ
dx'

e
iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ  Yx ' §a\= ÑÅÅÅÅ

i Ÿ dx' †x '\ dÅÅÅÅÅÅÅÅ
dx'

e
iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ  Yx ' §a\=

ÑÅÅÅÅ
i Ÿ dx' †x '\(e iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ  dÅÅÅÅÅÅÅÅ

dx'
Yx ' §a\+ Yx ' §a\ ia'ÅÅÅÅÅÅ

Ñ
e

iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ )= ÑÅÅÅÅ
i Ÿ dx' †x '\e iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ  dÅÅÅÅÅÅÅÅ

dx'
Yx ' §a\+ ÑÅÅÅÅ

i Ÿ dx' †x '\ Yx ' §a\ iaÅÅÅÅÅ
Ñ

e
iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ

B= e
ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ p̀†a\=Ÿ dx'Ÿ dx'''Ÿ dx''†x'''\Xx'''§ e ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †x''\Xx''§ p̀†x'\Xx'†a\= Ÿ dx'Ÿ dx''†x''\ e iax''ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ Xx''§ p̀†x'\Xx'†a\=

ÑÅÅÅÅ
i Ÿ dx'†x'\e iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ dÅÅÅÅÅÅÅÅ

dx'
Yx ' §a\

A-B= ÑÅÅÅÅ
i Ÿ dx' †x '\ Yx ' §a\ iaÅÅÅÅÅ

Ñ
e

iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ    =Ÿ dx'  a  e
iax'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †x '\ Yx ' §a\= Ÿ dx'  a  e

ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †x '\ Yx ' §a\= ae
ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ § a\     So

[ p̀, e
ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ ]= ae

ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ

b)  Using this result evaluate e
ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †p'\. What is the significance of the operator e

ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ ?   (Hint: find p̀e
ia x̀ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÑ †p'\)

Ap, e
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ E = ae

ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑAp, e
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ E †  p ' \ = p̀ e

ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  †p '\ - e
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  p̀ †p '\ = ae

ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  †  p ' \
p̀ e

ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  †p '\ = e
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  p̀ †p '\ + ae

ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  †  p ' \ = e
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  p ' †p '\ + ae

ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  †  p ' \ = Hp ' + aL e
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  †  p ' \

So e
ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ  †  p ' \ is an eigenfunction of p̀ with eigenvalue p ' + a, so the operator e

ia x̀ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÑ is a momentum boost

3) A certain observable in quantum mechanics has a matrix representation as follows:

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2

ikjjjjjjj 0 1 0
1 0 1

0 1 1

y{zzzzzzz
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THIS WAS A TYPO IN THE PROBLEM!!!  I WILL GRADE IT ACCORDINGLY IT SHOULD HAVE BEEN (note 
that the other problem is solvable but a real pain) 

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2

ikjjjjjjj 0 1 0
1 0 1
0 1 0

y{zzzzzzz
Find the normalized eigenvectors and corresponding eigenvalues.

Is there a degeneracy? 

[It turns out that this observable will be the spin for a spin-1 particle]

1ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
2

ikjjjjjjj 0 1 0

1 0 1

0 1 0

y{zzzzzzzikjjjjjjj abc y{zzzzzzz = λ  
ikjjjjjjj abc y{zzzzzzz                   det

i
k
jjjjjjjjjjjjjjjj

−λ 1è!!!!
2

0

1è!!!!
2

−λ 1è!!!!
2

0 1è!!!!
2

−λ

y
{
zzzzzzzzzzzzzzzz=0      -l3 + l=0      l=0, 1,-1   

eigenkets for l=0ikjjjjjjj 0 1 0

1 0 1

0 1 0

y{zzzzzzzikjjjjjjj abc y{zzzzzzz = 0    b=0     a+c=0   b=0       So    1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2
(1,0,-1)     - no degeneracy

1ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
2

ikjjjjjjj 0 1 0

1 0 1

0 1 0

y{zzzzzzzikjjjjjjj abc y{zzzzzzz = ±
ikjjjjjjj abc y{zzzzzzz   1ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!

2
b=±a          1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2

(a+c)=±b    1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2
b=±c        so a=c

for  l=1   let a=1   then b=è!!!2    and c= 1                normalizing we get 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!4
(1,è!!!2 ,1)   = ( 1ÅÅÅÅ

2
, 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2

, 1ÅÅÅÅ
2

)

for  l=-1   let a=1   then b=-è!!!2    and c= 1                normalizing we get 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!4
(1,-è!!!2 ,1)   = ( 1ÅÅÅÅ

2
, -1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2

, 1ÅÅÅÅ
2

)

a =
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
2

 880, 1, 0<, 81, 0, 1<, 80, 1, 0<<
i
k
jjjjjjjjjjjjjjj

0 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2
0

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2
0 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2

0 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2
0

y
{
zzzzzzzzzzzzzzz
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Eigenvalues@aD
8-1, 1, 0<
Eigenvectors@aD
i
kjjjjjjjjjjj

1 -
è!!!2 1

1 è!!!2 1
-1 0 1

y
{zzzzzzzzzzz

4) A spin 1ÅÅÅÅ
2

system is known to  be in an eigenstate of  S”÷̀ ·n”÷  with eigenvalue +ÑÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

 where n”÷  is a unit vector lying on the x-z 
plane that makes an angle g with the positive z axis.  In each of these questions, check for the special cases where 
g = 0, pÅÅÅÅ

2
, p

a) find the eigenkets of  S”÷̀ ·n”÷   for this case. 

First we know ny = 0 so n = Hsin g, 0, cosgL so

S
”÷̀

◊ n”÷ =
Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

 sin gJ0 1
1 0N +

Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

 cos gJ1 0
0 -1 N =

Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

 Jcosg sing
sing -cosg

N
The eigenvalues of this thing are ≤

Ñ
ÅÅÅÅÅ
2

so we look for eigenketsJcosg sing
sing -cosg

N Ja
bN = ±Ja

bN a cos g + b sin g = ±a and a sing - b cosg = ±b take b = 1

a =

cosg ± 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

sin g
and normalizing we get

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%J cosg±1ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

sin g
N2

+ 1

 
ikjjjjj cosg±1ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

sin g

1

y{zzzzz =
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Hcosg ± 1 L2 + sin2 g
 Jcosg ± 1

sin g
N =

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

cos2 g ± 2 cosg + 1 + sin2 g
 Jcosg ± 1

sin g
N =

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

2 ± 2 cosg
 Jcosg ± 1

sin g
N

This actually simplifies - but you didnt need to do it

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!2 ≤ 2 cosg

 ikjjjcosg ≤ 1
sin g

y{zzz =
ikjjjjjjjj ≤H1≤cosgLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!2 H1≤cosgL

sin gÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!2 H1≤cosgL
y{zzzzzzzz =

ikjjjjjjjjj ≤è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!H1≤cosgLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!2
sin gÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!2 H1≤cosgL

y{zzzzzzzzz
H for +L i

k
jjjjjjjjjjj cos gÄÄÄÄÄ

2

2 sin g
ÄÄÄÄÄÄ2  cos g

ÄÄÄÄÄÄ2ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 cos g

ÄÄÄÄÄÄ2

y
{
zzzzzzzzzzz =

ikjjjjjjjcos gÄÄÄÄÄ
2

sin gÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzzzz H for -L i
k
jjjjjjjjjjj -sin gÄÄÄÄÄ

2

2 sin g
ÄÄÄÄÄÄ2  cos g

ÄÄÄÄÄÄ2ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 sin g

ÄÄÄÄÄÄ2

y
{
zzzzzzzzzzz =

ikjjjjjjj-sin gÄÄÄÄÄ
2

cos gÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzzzz
Null
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b) suppose S
`

x is measured. What is the probability of getting +ÑÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

?

Since it is in an eigenstate of  S
”÷̀

◊ n”÷  with eigenvalue 
+Ñ
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

2
it is

ikjjjjjjjcos gÄÄÄÄÄ
2

sin gÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzzzz
So we begin with the eigenstate †S ◊ n; +\,
and ask what the probability is that it is Sx +, that is it will yield a value of +

Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

when measureing Sx

P =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ [Sx;+ †S ◊ n; +\ »2 =

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!

2
 H 1 1 L 

ikjjjjjjjcos gÄÄÄÄÄ
2

sin gÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzzzz ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ2 =

1
ÄÄÄÄÄ
2

 Jcos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

+ sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

N2
=

1
ÄÄÄÄÄ
2

 Jcos2 g
ÄÄÄÄÄÄ
2

+ sin2 g
ÄÄÄÄÄÄ
2

+ 2 cos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

 sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

N =
1
ÄÄÄÄÄ
2

 H1 + sin gL
Lets check and see if this makes sense for g = 0,

p
ÄÄÄÄÄÄ
2

, p.

For g = 0, p its either along or antiparallel to the z axis and S
”÷

◊ n”÷ is just Sz so we would

expect that the probability to measure
+Ñ
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

2
is

1
ÄÄÄÄÄ
2

which is what we get. When

g =
p
ÄÄÄÄÄÄ
2

it points in the x direction so the probabililty should be 1 which it is. Good.

Another way

cos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

 †+_ + sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

 †-_ =

cos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

 
ikjjjjj 1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
2

 †Sx +_ +
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
2

 †Sx -_y{zzzzz + sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

 
ikjjjjj 1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
2

 †Sx +_ -
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
2

 †Sx -_y{zzzzz =

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!

2
 Jcos

g
ÄÄÄÄÄÄ
2

+ sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

N †Sx +_ +
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
2

 Jcos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

 †+_ - sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzz †Sx -_
so the probability to measure

+Ñ
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

2
when Sx is measured is

1
ÄÄÄÄÄ
2

 Jcos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

+ sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

N2

=
1
ÄÄÄÄÄ
2

 Jcos2 g
ÄÄÄÄÄÄ
2

+ sin2 g
ÄÄÄÄÄÄ
2

+ 2 cos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

 sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

N =
1
ÄÄÄÄÄ
2

 H1 + sin gL
Null

c) Evaluate D Sx
`

. 
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XSx\ = Jcos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2
N 
Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

J0 1
1 0N ikjjjjjjjcos gÄÄÄÄÄ

2

sin gÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzzzz =
Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

 Jcos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2
N 
ikjjjjjjj sin gÄÄÄÄÄ

2

cos gÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzzzz =
Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

 2 sin 
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

 cos 
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

=
Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

 sin g

XS2
x\ = Jcos

g
ÄÄÄÄÄÄ
2

sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2
N 
Ñ
ÄÄÄÄÄÄ
2

 J0 1
1 0N ÑÄÄÄÄÄÄ

2
 J0 1

1 0N ikjjjjjjjcos gÄÄÄÄÄ
2

sin gÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzzzz =

Ñ2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
4

 Jcos
g
ÄÄÄÄÄÄ
2

sin
g
ÄÄÄÄÄÄ
2
N J0 1

1 0N 
ikjjjjjjjsin gÄÄÄÄÄ

2

cos gÄÄÄÄÄ
2

y{zzzzzzz =
Ñ2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
4
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it is an eigenstate of Sx  so the uncertainty is zero. It is. Good
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, good.
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